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subject to  g_{i}(x)\leqq 0,  \forall i\in I,
ただし,  I は任意の空でない添字集合とし,  f , gi :  \mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}\cup\{+\infty\} は凸関数とする。こ
のとき凸最適化問題のラグランジュ双対性
 x \in S\dot{{\imath}}nff(x)=\max\inf_{\prime}\lambda_{i}\geq 0x\in \mathbb{R}
^{n}\{f(x)+\sum_{i=1}^{m}\lambda_{i}g_{i}(x)\}
について観察する。ラグランジュ双対性に対する制約想定としてはSlater 条件が最も有名
であり,  I が有限集合のときに用いられ,[2] では  0\cdot(+\infty) の値を形式的に  +\infty として取
り扱っている。またFM(Farkas Minkowski Property) と呼ばれる条件は,どのような目
的関数 (ただし実数値凸関数) に対してもラグランジュ双対性が成立する必要十分制約想
定として知られている。この場合は  I が任意の集合で用いることが出来るが,  0\cdot(+\infty) の
値は形式的に  0 として取り扱っている ([4]) 。FM は,ラグランジュ双対性が成立するた
めの必要十分制約想定であるものの,実際には,Slater 条件をみたしているものの FM が
成立していないような場合がある。つまり,  0\cdot(+\infty) の値を形式的に  +\infty とした場合に
ラグランジュ双対性が成立するものの  0 とした場合にはラグランジュ双対性が成立しない
例がある。本講究録では,  0\cdot(+\infty) の値を形式的に  +\infty とした場合に,Slater 条件を含ん
だラグランジュ双対性に対する必要十分制約想定について紹介する。
2 準備
まずは準備として,関数  f :  \mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}\cup\{+\infty\} に対して必要な概念を定義する。
epi f= {  (x, r)\in \mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}|x\in dom  f,  f(x)\leq r },
dom  f=\{x\in \mathbb{R}^{n}|f(x)<+\infty\}
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を  f のエピグラフ,  f の実行定義域といい,  f のエピグラフepif が凸集合,閉集合,非空
のとき,関数  f はそれぞれ凸,閉,真であるという。関数  f の共役関数を
 f^{*}(y)= \sup_{x\in \mathbb{R}^{n}}\{\langle x, y\rangle-f(x)\}
と定義する。
以降では,  I は任意の空でない添字集合とし,  g_{i} :  \mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}\cup\{+\infty\} は凸関数とする。ま
た制約集合
 S=\{x\in \mathbb{R}^{n}|g_{i}(x)\leqq 0, \forall i\in I\}
は空でないと仮定する。ここで本研究に関連する先行研究を二つ紹介する。
定理2.1 (J.E. Martínez‐Legaz, Michel Volle, [2])  I を有限集合とする。   g_{i}:\mathbb{R}^{n}arrow
 \mathbb{R}\cup\{+\infty\}(i\in I) を凸関数とし,Slater 条件
 \exists x_{0}\in \mathbb{R}^{n} such that  g_{i}(x_{0})<0 for all  i\in I
が成り立つとする。このとき,任意の凸関数  f :  \mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R} に対してラグランジュ双対性が
成り立つ。すなわち
  \inf_{x\in S}f(x)=\lambda_{\dot{i}}\mathbb{R}_{+}x\in \mathbb{R}^{n}\max_{\in}
\dot{{\imath}}nf\{f(x)+\sum_{i\in I}\lambda_{i}g_{i}(x)\}.
ただし,   0\cdot(+\infty)=+\infty とする。
Slater 条件はあくまでもラグランジュ双対性に対する十分条件である。すなわち,任意の
凸関数  f:\mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R} に対してラグランジュ双対性が成立しても,Slater 条件が成立してい
ない場合がある。一方で,次の定理ではラグランジュ双対性に対する必要十分制約想定が
述べられている。
定理2.2 (M.A. Goberna, V. Jeyakumar, M.A. López, [4])  I を任意の集合,  g_{i} :
 \mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}\cup\{+\infty\}(i\in I) を閉真凸関数とし,任意の  i\in I に対して gi が連続となる  S の
元が存在すると仮定する。このとき次の二つは同値である:
(1)  FM (Farkas Minkowski Property) が成立。すなわち,次の集合が閉集合
cone co   \bigcup_{i\in I}epig_{i}^{*}+\{0\}\cross[0, +\infty )
(2) 任意の凸関数  f :  \mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R} に対してラグランジュ双対性が成り立つ。すなわち,
 x \in S\dot{{\imath}}nff(x)=\max\inf_{\lambda ER_{+}^{(I)x\in \mathbb{R}^{n}}}\
{f(x)+\sum_{i\in I}\lambda_{i}g_{i}(x)\}.
ただし,  0\cdot(+\infty)=0 とする。
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注意2.1  \mathbb{R}_{+}^{(I)} の定義より,(2) の式は,空でない有限集合  I_{0}\subset I と  \lambda_{i}\geq 0(i\in I_{0}) が存在
して,




例2.1  I=\{1\},  g_{1}=\delta_{[-1,1]}(x)-1 とおく。このとき,  g_{1}(0)=-1<0 であるから明らか
にSlater 条件が成立する。しかし,
 g_{1}^{*}(y)=  \sup \{xy+1\}=|y|+1,
 x\in[-1,1]
より




(P)  m而mize  x
subject to  \delta_{[-1,1]}(x)-1\leqq 0
なぜなら,ラグランジュ双対性が成り立つと仮定すると
  \inf_{x\in S}f(x)=\inf_{x\in \mathbb{R}}\{x+\lambda g_{1}(x)\}
をみたす  \lambda\geq 0 が存在する。もし  \lambda>0 ならば,
  \inf_{x\in \mathbb{R}}\{x+\lambda g_{1}(x)\}=\min\{\dot{m}f,(x+\lambda g_{1}
(x)),\inf_{x\not\in[-11]},(x+\lambda g_{1}(x))\}
 = \min\{\inf_{x\in[-1,1]}(x-\lambda), +\infty\}
 =  \inf (x-\lambda)=-1-\lambda x\in[-1,1]
となり,またもし  \lambda=0 ならば
  \inf_{x\in \mathbb{R}}\{x+0\cdot g_{1}(x)\}=\inf_{x\in \mathbb{R}}x=-\infty
となるが,   \inf_{x\in S}f(x)=-1 であるため,いずれの場合も値が一致しない。すなわちこの
場合にはラグランジュ双対性は成立しない。
つまり,必要十分制約想定であったはずの FM が成り立たなくても,Slater 条件が成り
立てば,  0\cdot(+\infty) の便宜上の値によっては,任意の凸関数  f :  \mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R} に対してラグラン




定理3.1 (Kuroiwa, Ohtani, Okano, [6])  I を任意の集合,  g_{i} :  \mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R}\cup\{+\infty\}(i\in
 I) を閉真凸関数とし,任意の  i\in I\ovalbox{\tt\small REJECT}こ対して  g_{i} が連続となる  S の元が存在すると仮定す
る。このとき次の二つは同値である:
(1) 次の集合が閉集合 :
cone co   \bigcup_{i\in I}(epig_{i}^{*}Uepi\delta_{domg;}^{*})
(2) 任意の凸関数  f :  \mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R} に対して,ラグランジュ双対性が成り立つ。すなわち,空
でない有限集合  I_{0}\subset I と  \lambda_{i}\geq 0(i\in I_{0}) が存在して,
 x \in Sx\in \mathbb{R}^{n}\dot{{\imath}}nff(x)=\dot{{\imath}}nf\{f(x)+
\sum_{\dot{i}\in I_{0}}\lambda_{i}g_{i}(x)\},
ただし,   0\cdot(+\infty)=+\infty とする。
0  (+\infty)=+\infty とする場合,(1) の条件は,任意の凸関数  f :  \mathbb{R}^{n}arrow \mathbb{R} に対してラグラン
ジュ双対性が成り立つための必要十分制約想定である。




cone co  (epig_{1}^{*}Uepi\delta_{domg_{1}}^{*})=\{(y, \beta)\in \mathbb{R}^{2}
||y|\leq\beta\}
は閉である。従ってどのような凸関数  f :  \mathbb{R}arrow \mathbb{R} に対してもラグランジュ双対性は成立す
る。例えば先ほどはうまくいかなかった
(P) minimize  x
subject to  \delta_{[-1,1]}(x)-1\leqq 0
を考えた場合,左辺は   \inf_{x\in S}x=-1 である。右辺を以下で計算していく。
  \max\inf\{x+\lambda g_{1}(x)\} \lambda\geq 0x\in \mathbb{R}
 =  \max\min\lambda\geq 0\{\dot{{\imath}}nf(x+\lambda g_{1}(x)),\inf_{x\not\in[-
11]},(x+\lambda g_{1}(x))\}
 =  \max\min\lambda\geq 0\{\dot{{\imath}}nf(x+\lambda g_{1}(x)), +\infty\}
 =  \max \inf (x+\lambda g_{1}(x)) \lambda\geq 0x\in[-1,1]
 =  \max(-1+\lambda(-1))=-1 \lambda\geq 0
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重要なことは,右辺の最大値を与える  \lambda が存在していることである  (\lambda=0) 。よってこの
場合にはラグランジュ双対性
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